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Для занятий по математике предлагаются девять небольших фрагментов, которые, с одной стороны, тесно примыкают к основному курсу, а с другой – позволяют познакомить учащихся с новыми идеями и методами, расширить представления об изучаемом материале и, главное, порешать интересные задачи. Уровень сложности этих вопросов таков, что к их рассмотрению можно привлечь значительное число учащихся, а не только наиболее сильных. Как показывает опыт, они интересны и доступны учащимся 9 классов, не требуют основательной предшествующей подготовки и особого уровня развития. Для тех школьников, которые пока не проявляет заметной склонности к математике, эти занятия могут стать толчком в развитии их интереса к предмету и вызвать желание узнать больше. Кроме того, хотя эти вопросы и выходят за рамки обязательного содержания, они, безусловно, будут способствовать совершенствованию и развитию важнейших математических умений, предусмотренных программой. Однако учитель, конечно же, должен будет вносить некоторые коррективы в предлагаемые материалы( ограничиться лишь частью рассматриваемых задач или же что-то добавить, воспользовавшись рекомендуемой литературой.

Ниже представлены методические рекомендации по следующим темам(
1. Знакомство с комбинаторикой.

2. Диофантовы уравнения.

3. Золотое сечение.

4. Графики уравнений с модулями.

5. График функции  
[image: image1.wmf].

)

(

1

x

f

y

=


6. Целая и дробная части числа.

7. Треугольник Паскаля.

8. Задачи на разрезание.

9. Построение отрезка по формуле.

Знакомство с комбинаторикой (4 ч)
Общая направленность занятия

Цель данного занятия – познакомить школьников на популярном уровне с разделом дискретной математики, который приобрел сегодня серьезное значение в связи с развитием теории вероятностей, математической логики, информационных технологий. Этот материал является занимательным, доступным и вполне подходящим для развития интереса и творческих способностей школьников. В ходе решения задач формируется представление о том, что такое комбинаторная задача, о комбинаторном правиле умножения, систематическом переборе.

Основное содержание

1. Какую задачу называют комбинаторной.

2. Решение задач с помощью правила умножения.

3. Знакомство с другими приемами.

Рекомендации для учителя

1. Прежде всего, необходимо обозначить круг задач, которые будут предложены ученикам. Это задачи, в которых ставятся вопросы типа( «Сколькими способами?», «Сколько всего существует вариантов?». Например, сколькими способами могут быть вручены золотая, серебряная и бронзовая медали на футбольном чемпионате? Сколькими способами можно добраться из одного города в другой? Такого типа задачи называются комбинаторными. 

2. Далее в ходе решения задач на качественном уровне формируется представление о часто используемом в комбинаторике правиле умножения, причем акцент следует сделать не на формальном запоминании правила, а на понимании сути вопроса, распознавании ситуации, в которой оно может применяться.

Задача 1. Из Санкт-Петербурга до Москвы можно добраться по-

ездом, самолетом, автобусом и теплоходом, а из Москвы до Владимира – автобусом и электричкой. Сколькими способами можно осуществить путешествие Санкт-Петербург–Москва–Владимир? 

Решение. Сначала следует выбрать один из четырех возможных способов путешествия из Санкт-Петербурга в Москву, а затем – один из двух способов путешествия из Москвы во Владимир. Значит, всего  4 ( 2 = 8  способов путешествия. Хорошо проиллюстрировать решение рисунком:
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Соображения, которые приводятся при решении этой задачи, следует обобщить в виде простого утверждения, которое носит название «правило умножения»(
Если некоторое действие можно осуществить  m  различными способами, а после чего другое действие можно осуществить  n  способами, то два этих действия вместе можно осуществить 

m ( n  способами.

Задача 2. В розыгрыше чемпионата по футболу участвует 12 команд.

а) Сколькими способами могут быть вручены золотые медали?  (Ответ( 12).

б) Золотые и серебряные медали? (Ответ( 12 ( 11 = 132).

в) Золотые, серебряные медали и бронзовые медали? 

(Ответ( 12 ( 11 ( 10 = 132)

Замечание. Выбор золотого медалиста (пункт б) ограничивает круг претендентов на серебряную медаль: если команда получила золотую медаль, то она уже не является претендентом на серебряную медаль. Пункт в) – это обобщение правила умножения.

Задача 3. Сколько существует вариантов кода для входной двери, состоящего из 3 цифр?

В условии задачи не обговорено, как набирается код: последовательно? Или одновременно нажимаются все три кнопки? Эта недоговоренность дает возможность ребятам в ходе решения на собственном опыте ощутить те подводные камни, которые часто подстерегают нас в комбинаторных задачах. 

Решение. Если допустить случай последовательного набора, то цифры могут повторяться. Цифр всего 10, поэтому мы имеем  

10 ( 10 ( 10 = 1000 вариантов кода. В случае одновременного набора трех цифр получается  10 ( 9 ( 8 = 720  вариантов кода. (Первым пальцем может быть нажата любая из 10 цифр, вторым – одна из оставшихся девяти цифр, т.е. для этого пальца у нас  9 вариантов и т.д.).

Задачи для самостоятельного решения:

1) Сколько существует четырехзначных чисел, в записи которых( 

а) не повторяется ни одна из цифр. (Ответ( 9 ( 9 ( 8 ( 7 = 4536. Первой цифрой может быть любая, кроме 0(  второй цифрой – любая из  9 оставшихся, и т.д.). 

б) цифры могут повторяться. (Ответ( 9 ( 10 ( 10 ( 10 = 9000.  Легко пояснить этот ответ, если заметить, что это все числа от  1000  до  9999).

в) все цифры – нечетные  (Ответ(  54).

г) все цифры – четные (4 ( 5 ( 5 ( 5 = 500).

2) Сколько существует четырехзначных чисел, которые делятся на  5?  (Ответ(  9 ( 10 ( 10 ( 2 = 1800).

3) Известно, что у всех жителей селения разные инициалы. Каково максимальное число жителей может быть в селении? Имя и фамилия могут начинаться с любой буквы алфавита, кроме Й, Ъ, Ь, Ы. 

(Ответ( максимально  29 ( 29 = 841 житель).

4) Сколькими способами можно поставить на шахматную доску белую и черную ладьи так, чтобы они не били друг друга? (Ответ( белую ладью можно поставить на любую из 64 клеток. При этом вне зависимости от места она бьет  15 полей, считая поле, на котором стоит. Значит, остается  49 полей, на которые можно поставить черную ладью. Итого  64 ( 49 = 3136 способов).

3. Необходимо обратить внимание учеников на то, что правило умножения совсем не единственный и универсальный ключ к решению задач комбинаторики.

Задача 4. При передаче сообщений по телеграфу использовалась азбука Морзе. В ней каждая буква передается последовательностью точек и тире. Например, буква  Е  обозначена точкой, а буква  Т – тире. Понятно, что чем короче последовательность, тем лучше. Можно ли обойтись последовательностями не более, чем в  4 знака, чтобы передать все буквы нашего алфавита?

Решение. С помощью одного знака (точки или тире) можно передать  2 буквы. С помощью двух знаков  2 ( 2 = 4 буквы. С помощью последовательности из трех знаков  23 = 8 букв.  Последовательностью из четырех точек и тире можно передать  24 = 16 букв.  Итого, последовательностями из одной, двух, трех и четырех точек и тире можно передать  2 + 4 + 8 + 16 = 30 букв.  В русском алфавите всего  32 буквы, значит, придется использовать и последовательности из  5 знаков.

Как видим, при решении этой задачи помимо правила умножения необходимо было и сложение. Особенность комбинаторных задач - опасность «механического» применения правил.

Задача 5. В стране 25 городов и каждые два соединены авиалинией. Сколько всего авиалиний в стране?

Сначала кажется, что решение этой задачи не отличается от решения предыдущих задач. Действительно, всего  25 городов, из каждого выходит  24 авиалинии, соединяющие его с другими городами. Итого,  25 ( 24 = 600 авиалинией. Однако при этом подсчете каждая из авиалиний была учтена дважды (например, для авиалинии  АВ  между городами  А  и  В:  первый раз она была подсчитана, когда рассматривались все  24 авиалинии, исходящие из  А,  а  второй раз - когда подсчитывались все  24 авиалинии, исходящие из  В,  но  АВ  и  ВА  – это одна и та же авиалиния). Таким образом, на самом деле число авиалиний равно  600 : 2 = 300.

Для понимания идеи, заложенной в решении задачи, имеет смысл разобрать ее вначале  с меньшим числом городов. Например, считайте, что городов всего  5(  сделайте рисунок – отметьте пять точек  А, В, С, D  и  Е  и соедините их попарно отрезками. Посчитайте сколько «авиалиний» получилось. (Ответ( 10).

Стоит заметить, что такой метод нередко применяется при решении комбинаторных задач: решение сначала рассматривается на малом числе объектов, где можно получить ответ непосредственным перебором.

Здесь же уместно рассмотреть и другой способ решения этой задачи, уже никак не связанный с правилом умножения, а основанный на непосредственном переборе возможных вариантов:

Из  А  выходит  24 авиалинии, из  В  – 23 других (поскольку авиалиния  АВ  уже посчитана), из  С  – еще  22 (АС  и  ВС  уже посчитаны) и т.д. Итого получаем:  

24 + 23 + 22 + 21 + 20 + 19 + ... + 4 + 3 + 2 + 1 авиалиний.

Эту сумму можно посчитать на калькуляторе, а можно найти 

как сумму  24 членов арифметической прогрессии:  
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Задачи для самостоятельного решения

1) В турнире участвовало  16 шахматистов, причем каждый с каждым сыграл по одной партии. Сколько было сыграно партий? (Ответ(  
[image: image3.wmf]).
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2) На официальном приеме  50 человек  обменялись рукопожатиями. Сколько всего было сделано рукопожатий? (Ответ( 
[image: image4.wmf]).
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3) Сколькими способами из класса, в котором учатся 30 школьников, можно выбрать капитана команды для математических соревнований и его заместителя? (Ответ( 30 ( 29 = 870).

4) Сколькими способами из класса, в котором учатся 30 школьников, можно выбрать двоих для участия в математической олимпиаде? (Ответ(  
[image: image5.wmf]).
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Рекомендуемая литература

1. Н.Виленкин. Комбинаторика. М.: Наука. 1969 и послед. издания.

2. Ю.Инин. Сколько вариантов? Сборник «Школа в «Кванте». Арифметика и алгебра.» М.: Бюро «Квантум», 1994.

3. Энциклопедия для детей. Том 11. Математика. Тема «Перебор вариантов». М.: Аванта+. 1998.

4. Е.Бунимович, В.Булычев. Вероятность и статистика. 5–9 кл., гл. 8. Комбинаторика и вероятность. М.: Дрофа. 2002 

Диофантовы уравнения (2 ч)

Общая направленность занятия

Основная цель – расширить представление учащихся об уравнениях с несколькими переменными, мотивировав и разобрав задачу решения в целых числах. Все объяснение проводится на примерах( решаются задачи с разнообразными сюжетами, что подчеркивает широту применения рассматриваемых методов.

Основное содержание

1. Вводная задача и исторический экскурс.

2. Решение линейных уравнений методом перебора.

3. Еще один прием решения – метод «спуска».

4. Выясняем( всегда ли линейное уравнение с целыми коэффициентами имеет целые решения.

5. Пример уравнения второй степени, решаемого в целых числах. (Задача о пифагоровых тройках). 

Рекомендации для учителя

1. Вначале предложите учащимся задачу на старинный сюжет(
В клетке сидят фазаны и кролики, всего у них  18 ног. Узнайте, сколько в клетке тех и других.

Решение. Обозначив через  х  число фазанов, а через  у – число кроликов, составляем уравнение с двумя переменными(
2х + 4у = 18,  или  х + 2у = 9.

Возможно учащиеся подумают, что в задаче не хватает данных( неизвестных – два, а уравнение только одно. Однако выход из положения есть( ведь наша цель состоит в том, чтобы найти все пары натуральных чисел  х  и  у,  удовлетворяющих этому уравнению, или, как говорят по другому, решить уравнение в натуральных числах.

Выразив  х  через  у,  получим(  х = 9 – 2у.

Далее воспользуемся методом перебора(
	y
	1
	2
	3
	4

	x
	7
	5
	3
	1


Таким образом, задача имеет четыре решения(  (7( 1),  (5( 2),  (3( 3),  (1( 4).

Такие уравнения, содержащие две или более переменных, для которых требуется найти все целые или натуральные решения, рассматривались еще в глубокой древности. Уравнениями в целых числах много занимался древнегреческий математик Диофант Александрийский (III в. н.э.), автор «Арифметики» в 13 книгах. Он изобрел много разных способов решения подобных уравнений, поэтому их часто называют диофантовыми уравнениями.

2. После описанной вводной беседы можно решить рассмотренным способом другие задачи. Например(
1) У осьминога  8 ног, а у морской звезды  5.  Сколько в аквариуме тех и других, если всего у них  39 ног?  (Ответ(  3  и  3).

2) Подданные привезли в дар шаху  300 драгоценных камней в маленьких шкатулках по  15 штук в каждой и в больших – по 40 штук в каждой. Сколько было тех и других шкатулок, если известно, что маленьких было меньше, чем больших? (Ответ( 4 маленьких и 6 больших).

3) На складе имеются пачки тетрадей по 25 штук и по 35 штук. Можно ли купить  445 тетрадей, не вскрывая пачек? (Ответ( можно( следует взять  8 пачек по  25 штук и  7 пачек по  35 штук).

Замечание. Выразив одну переменную через другую, вы получите дробь. Следует обратить внимание учащихся на то, что для сокращения поиска нужно брать такие значения переменной, при которых числитель кратен знаменателю.

3. Перебор вариантов при решении уравнения в целых числах 

часто оказывается весьма трудоемким. Поэтому покажем еще один старинный прием – метод «спуска». 

Решим уравнение  7х – 11у = 36.

Выразим из этого уравнения переменную  х(
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Выделив целую часть, получим(
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Чтобы значение дроби  
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  было целым числом, надо, чтобы  1 + 4у  было кратно  7.  Запишем это условие в виде  1 + 4у = 7z,  где  z  – целое число. Отсюда(
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Потребуем теперь, чтобы  3z + 3  было кратно  2,  т.е.  чтобы выполнялось условие  3z + 3 = 4u,  где  и – целое число.  Отсюда(

[image: image10.wmf].
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Теперь потребуем, чтобы  u  было кратно  3(
u =3v,  где  v – целое число.

Дробей больше нет. «Спуск» закончен и надо «подняться вверх», выразив  х  и  у  через  v.  Имеем(
z = 4v – 1.

	Далее(
	у = 7v – 2,

х = 11v + 2.


Придавая в равенствах  х = 11v + 2,  у = 7v – 2  переменной  v  целые значения, будем получать целые решения нашего уравнения. Если требуется найти натуральные решения, то надо наложить дополнительное условие(  11v + 2 ( 0,  и  7v – 2 ( 0.

В качестве упражнения можно предложить решить в целых числах уравнения  5х + 12у = 71  и  8х – 25у = 11,  а также выяснить, имеет ли каждое из них натуральные решения.

4. Далее полезно подчеркнуть, что уравнение вида  ах + bу = с,  где  а, b, с - целые числа, не всегда имеет целые решения. Например, не имеет целых решений уравнение  6х + 20у = 11.  В самом деле, коэффициенты  а  и  b  – числа  6  и  20  – имеют общий делитель  2, а коэффициент  с  – число  11 – на него не делится. Поэтому, какие бы целые числа мы ни подставляли вместо  х  и  у,  слева всегда будет число, кратное  2,  а справа – нет. Так что равенство невозможно.

В качестве упражнения предложите учащимся самим составить уравнения, не имеющие целых решений.

Дополнительные задачи

1) Можно ли двухрублевыми и пятирублевыми монетами набрать сумму в 51 рубль? Если можно, то, сколько существует таких способов?

2) Можно ли, разложить две сотни яиц в коробки по 10  и по 12 штук? Если можно, то сколько существует таких способов,

3) Проходят ли через точки с целочисленными координатами прямые  2х + 3у = 4,  15х – 6у = 12,  8х + 20у = 5?  Если проходят, то запишите формулы для нахождения координат всех таких точек.

4) Представьте число  257  в виде суммы двух слагаемых( а) одно из которых кратно  3,  а другое – 4(  б) одно из которых кратно  5,  а другое  8.

6. Дополнить сказанное выше можно сообщением о том, что в целых числах решают не только линейные уравнения. Древнейшей задачей такого рода является задача о целых решениях уравнения    х2 + у2 = z2.  Ее называют задачей о «пифагоровых тройках». Простейшее ее решение – тройка чисел  х = 3,  у = 4,  z = 5 – было обнаружено на древневавилонских глиняных табличках. Но существует много других «пифагоровых троек». Более того, известны формулы, по которым они могут быть найдены. Эти формулы таковы(
х = 2mn,  у = m2 – n2,  z = m2 + n2,

где  m  и  n – целые числа,  и  m ( n.  (Их вывод можно найти в одной из рекомендуемых книг).

В таблице ниже приведены некоторые «пифагоровы тройки».
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	1
	2
	3
	4
	5

	2
	4, 3, 5
	–
	–
	–
	–

	3
	8, 6, 10
	12, 5, 13
	–
	–
	–

	4
	
	
	24, 7, 25
	–
	

	5
	
	
	
	40, 9, 41
	–


Понятно, что эту таблицу можно продолжить вправо и вниз. Пусть учащиеся самостоятельно найдут еще какие-нибудь «тройки» и впишут их в соответствующие клетки таблицы.

После того, как какая-либо тройка чисел найдена, полезно подстановкой убедиться, что она и в самом деле является решением уравнения  х2 + у2 = z2.

Рекомендуемая литература

1) А.Жуков. Неопределенные уравнения. / Энциклопедия для детей, том 11. Математика. – М.( Аванта+, 2002.

2) Л.Ф.Пичурин. За страницами учебника алгебры( кн. для учащихся 7–9 кл. сред. шк. – М.( Просвещение, 1990.

3) В.И.Нечаев. Простейшие неопределенные уравнения. / Детская 

энциклопедия, т. 3 (1-е изд.), т. 2 ( 2-е изд.).

4) В.Г.Болтянский, Б.А.Кордемский. Необыкновенная арифметика. / Детская энциклопедия, т.3 (1-е изд.).

5) Энциклопедия элементарной математики, т. 1 (для учителя).

6) А.О.Гельфонд. Решение уравнений в целых числах (Серия «Популярные лекции по математике»). – М.( Наука, 1983.

7) О Оре. Приглашение в теорию чисел / Серия «Библиотечка  “Квант”», вып. 3). – М.( Наука, 1980.

Золотое сечение (2 ч)

Общая направленность занятия

Основная цель – общеобразовательная. Уровень подготовки девятиклассников таков, что им вполне можно на примере золотого сечения продемонстрировать красоту и широту применения в реальной жизни математических фактов. Занятие проводится в форме беседы с широким привлечением исторических фактов( по ходу занятия учащиеся выполняют некоторые упражнения (они не должны быть пассивными слушателями). Желательно использование иллюстраций из книг.

Основное содержание

1. Что означают слова «золотое сечение»?

2. Чему равно золотое сечение?

3. Строим золотой прямоугольник циркулем и линейкой.

4. Интересный факт( золотой прямоугольник «сохраняет форму».

5. Чем привлекает внимание людей пятиконечная звезда?

Методические рекомендации

1. Золотым сечением издавна называют число – определенное 

отношение длин отрезков. Это отношения, выражающие геометрическую гармонию, широко использовалось в древней архитектуре. Сооружения, построенные в золотой пропорции, поражают своей соразмерностью, законченностью, красотой.

Золотое отношение обычно обозначают буквой  ( – прописной буквой греческого алфавита. Такое обозначение принято в честь древнегреческого скульптора Фидия, жившего в V в. до н.э. Он руководил строительством храма Парфенон в Афинах( в пропорциях этого ърама многократно присутствует число  (.  (Было бы неплохо показать ученикам изображение храма. Его фасад вписывается в прямоугольник, отношение сторон которого равно  ().

2. Термин золотое сечение ввел Леонардо да Винчи( он так назвал деление отрезка в отношении  (.

Выясним, чему же равно число  (.  Говорят, что точка делит отрезок на две неравные части в отношении, равном золотому сечению, если отношение всего отрезка к большей его части равно отношению большей части отрезка к меньшей.
Пусть точка  М  делит отрезок  АВ  в золотом отношении(  а – длина всего отрезка,  b – длина большей его части. Тогда имеет место пропорция( 
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Рис. 1


Разделив обе части равенства на  b2 и обозначив отношение  
[image: image14.wmf]b

a

  буквой  (,  получим уравнение(  (2 – ( + 1 = 0.  Его положительный корень  
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Итак, золотое сечение – это число иррациональное( оно приближенно равно  1,6.

Упражнение. Возьмите отрезок длиной  10 см и разделите его приблизительно в золотом отношении. (Понятно, что одна часть отрезка должна быть в  1,6 раза больше другой).

3. В эпоху Возрождения золотое сечение было очень популярно среди художников, скульпторов, архитекторов. Так, выбирая размеры картины, художники старались, чтобы отношение ее сторон равнялось  (.  Такой прямоугольник стали называть «золотым».

Постройте золотой прямоугольник, выполнив описанные ниже указания (см. рис. 2).

( Начертите квадрат и разделите его на два равных прямоугольника.

( В одном из прямоугольников проведите диагональ  АВ.

( Циркулем проведите окружность радиуса  АВ  и с центром в точке А.

( Продолжите основание квадрата до пересечения с дугой и проведите боковую сторону искомого прямоугольника под прямым углом.
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Рис. 2

Измерьте длины сторон вашего прямоугольника линейкой и вычислите отношение большей к меньшей. Какой ответ вы получили? 

Если вы все сделали правильно, то это будет примерно  1,6.

А теперь найдите точное отношение сторон построенного прямоугольника. Для этого обозначьте сторону исходного квадрата буквой  а.  Выразите через  а  длину диагонали  АВ – это гипотенуза прямоугольного треугольника со сторонами  а  и  
[image: image20.wmf].
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a

  Найдите длины сторон построенного прямоугольника (одна из них равна  а(  другая -сумме  
[image: image21.wmf]2
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  и длины отрезка  АВ).  И, наконец, найдите отношение большой стороны прямоугольника к меньшей. У вас должно получиться  
[image: image22.wmf].
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4. Постройте в тетрадях какой-нибудь «золотой прямоугольник», т.е. такой, у которого отношение сторон равно  1,6.  «Отрежьте» от него квадрат. Проведите измерения и найдите отношение бóльшей стороны получившегося прямоугольника к его мéньшей стороне. У вас опять должно получиться число  1,6,  т.е. новый прямоугольник тоже «золотой». Если вы продолжите такие же построения, то результат будет тот же. Иными словами, золотой прямоугольник «сохраняет форму».

В качестве упражнения проведите доказательство для первого шага, используя точное значение золотого сечения.

5. Внимание людей издавна совершенством формы привлекала пятиконечная звезда (см. рис. 3). Так пифагорейцы именно ее выбра-

	ли символом своего союза. И в наши дни она красуется на флагах и гербах многих стран.

Что же привлекает к ней внимание людей? Дело в том, что в ней многократно повторяется одно и то же отношение составляющих ее отрезков. И это отношение – золотое сечение.
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Рис. 3


Например( 
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В качестве упражнения найдите на рисунке другие золотые отношения. (Воспользуйтесь симметрией звезды).

Рекомендуемая литература

1. Энциклопедия для детей. Том 11. Математика. – М.( Аванта+ 2002.

2. Н.Лэнгдон, Ч.Снейт. С математикой в путь. М.( Педагогика, 1987.

Графики уравнений с модулями (4 ч)

Общая направленность занятия

Познакомить учащихся с основными приемами построения графиков уравнений, содержащих модули. Привлечь внимание к эстетической стороне данного вида деятельности. Предусмотреть возможность творчества учащихся.

Основное содержание

1. Подготовительный этап – актуализация базовых знаний и умений. Объяснение и мотивация эстетическими соображениями цели предстоящей работы

2. Демонстрация приемов построения графиков на характерных примерах и выполнение упражнений.

Рекомендации для учителя

1. Когда в «стандартные» уравнения прямых, парабол, гипербол включают знак модуля, их графики становятся необычными и даже красивыми. Чтобы научиться строить такие графики, надо владеть приемами построения «базовых» фигур, а также твердо знать и понимать определение модуля числа. (Учитель проверяет в ходе небольшой фронтальной работы готовность учеников).

2. Покажем на примерах некоторые приемы построения графиков уравнений с модулями.

1) Построим график уравнения  у = |х2 – 4|.

Сначала построим параболу  у = х2 – 4 (рис. 1, а). Чтобы получить из нее график уравнения  у = |х2 – 4|,  нужно каждую точку параболы с отрицательной ординатой заменить точкой с той же абсциссой, но с противоположной (положительной) ординатой. Иными словами, часть параболы, расположенную ниже оси  х,  нужно заменить линией, ей симметричной относительно оси  х.  (Представьте себе( эта часть параболы как твердое тело отворачивается на противоположную полуплоскость.) (Cм. рис. 1, б.)

2) Построим график уравнения  у = х2 – 2|х|.

Воспользовавшись определением модуля числа, заменим формулу  у = х2 – 2|х|  двумя, задающими зависимость переменной  у  от  х  отдельно для  х ( 0  и  х ( 0(
если  х ( 0,  то  у = х2 – 2х(
если  х ( 0,  то  у = х2 – 2(–х) = х2 + 2х.
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Рис. 1
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Рис. 2

Теперь мы имеем дело с хорошо знакомым нам кусочным заданием зависимости. График изображен на рис. 2.

3) Построим график уравнения  у = |||х| – 2| – 2|. 

Здесь при построении графика удобно использовать сдвиги 

вдоль осей координат. Будем действовать по следующему плану(
построим «основной» график, т.е. график уравнения  у = |х| (рис. 3, а)(
подвинем построенный график на 2 единицы вниз( получится график уравнения  у = |х| – 2 рис. 3, б)(
часть графика, расположенную ниже оси  х,  заменим ее «зеркальным отражением», т.е. линией, симметричной относительно оси  х(  получится график уравнения  у = ||х| – 2| (рис. 3, в)(
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Рис. 3

сдвинем построенный график на 2 единицы вниз( получится график уравнения  у = ||х| – 2| – 2 (рис. 3, г)(
часть графика, расположенную ниже оси  х,  отобразим симметрично относительно этой оси( получим график уравнения

у = |||х| – 2| – 2| (рис. 3, д).

4) Построим график уравнения х2 + у2 = 
[image: image29.wmf]xy

xy
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. Если  х  и  у  – одного знака, то  |ху| = ху,  и уравнение принимает вид  х2 + у2 = 4(
если  х  и  у – разных знаков, то  |ху| = –ху  и уравнение принимает вид  
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График состоит из дуг окружностей с центром в начале коорди-

нат и радиусом, равным  2 (в I и III четвертях) и  
[image: image31.wmf]2

1

 (во II и  IV четвертях). Не забудьте исключить точки на осях.

Предложите учащимся самим задать и построить подобную картинку.

Упражнения

1) Постройте график уравнения(
а) у = |2х – 4|(          в) у = |х2 – х – 2|(
б) у = |х2 – 3|(          г) 
[image: image32.wmf].
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2) Постройте график уравнения(
а) у = |х| – 2х|(          в) у = (5 – |х|)(|х| + 1(
б) у = х2 + 3|х|(         г) у = (5 – |х|)(х + 1).

3) Постройте график уравнения(
а) у = ||х| – 3|(          б) у = |||х| – 3| – 3|.

4) Постройте график уравнения(
а) |у| = |х|(     б) |у| ( |х| = 1|(     в) |у| + |х| = 1|(     г) |у| – |х| = 1.

Указание. Рассмотрите уравнение отдельно для каждой координатной четверти.

Ответы( а) График состоит из прямых  у = х  и  у = –х(  в) График – квадрат, образованный отрезками прямых  у = х + 1, у = х – 1,     у = –х + 1,  у = –х – 1.  Предложите учащимся задать и построить ромб, вытянутый вдоль оси  у  или вдоль оси  х.

Графики функций вида  
[image: image33.wmf])
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Общая направленность занятия

Показать связь между графиками многочлена  у = f(х)  и дробно – рациональной функции  
[image: image34.wmf].
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  Исследовать (на наглядном уровне) поведение функции при стремлении знаменателя к нулю и при неограниченном (по модулю) возрастании знаменателя.

Основное содержание занятия

1. Вводный, подготовительный этап( постановка цели и проверка владения базовыми умениями.

2. Разъяснение приема на примере графиков функций:

у = х2 – 1  и  
[image: image35.wmf].
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3. Упражнения (вариации, дополнительные требования).

4. Выполнение заданий на готовом чертеже.

Рекомендации для учителя

1. При построении графиков указанного вида используется эффективный и неожиданный прием. Он несет в себе большой обучающий и развивающий потенциал.

Дадим некоторые советы по организации занятия. Чтобы учащиеся при выполнении заданий смогли сосредоточиться на главном, в полной мере почувствовать красоту предлагаемого метода, есть смысл вначале убедиться в том, что они свободно могут изображать схематически графики таких функций, как  у = х2,  у = х2 + а,

у = (х – а)2,  у = х2 + ах  и  т.д. (отметить корни, найти ось симметрии, вершину, определить направление ветвей).

Начиная занятие, можно еще раз подчеркнуть уже известную учащимся мысль( график – это наглядное изображение функциональной зависимости, он демонстрирует общий характер поведения 

функции, вскрывает его особенности( вы это особенно ясно увидите на сегодняшнем занятии.

2. Суть нового приема удобно объяснить в ходе выполнения задания( построить в одной системе координат графики функции  у = х2 – 1  и  
[image: image36.wmf].
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Первый график построить нетрудно( его мы будем рассматривать как «строительный материал» для получения второго. Для функции  
[image: image37.wmf]1
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  особыми точками являются  х = ( 1 (корни многочлена  х2 – 1).  У ее графика нет точек с такими абсциссами, т.е. он не пересекает вертикальные прямые  х = 1  и  х = –1.  Поэтому график будет состоять из трех отдельных частей.

Построим часть графика на интервале  –1 ( х ( 1.  Так как в этом промежутке  х2 – 1 ( 0,  то график функции будет располагаться ниже оси  х.  Очевидно также, что он (как и график функции  у = х2 – 1) будет симметричен относительно оси  у.  Наметим несколько его точек. В точке, где  х2 – 1 = –1,  значение  
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  также равно  –1,  т.е. точка  (0, –1)  «остается на месте». В точках,  где  
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  При  
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  значение функции  
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  равно  –3.  Чем  ближе значения  х2 – 1  к нулю, тем больше по модулю значения дроби  
[image: image43.wmf]1
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  (можно предложить учащимся убедиться в этом подстановкой нескольких малых по модулю значений  х2 – 1), т.е. график слева и справа «уходит в минус бесконечность», становясь все ближе к прямым  х =  1  и  х = –1,  но не пересекая их.

Аналогичным образом проводятся рассуждения при построении графика на промежутках  (1, + ∞)  и  (– ∞, –1).

Весь график изображен на рис. 1.
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Рис. 1                                             Рис. 2

3. Далее выполняются упражнения( с помощью рассмотренного приема строятся графики функций  
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  (см. рис. 2), 
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Следующим этапом работы может стать построение некоторых «производных» графиков, таких как

1) 
[image: image49.wmf].
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  (Полезно рассмотреть два способа( построить график функции  
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  с помощью симметрии относительно оси  х  уже построенного графика  
[image: image51.wmf];
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  построить в одной координатной плоскости графики  у = 1 – х2  и  
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3) Полезно также рассмотреть в этом контексте графики функции вида  
[image: image54.wmf]b
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  (при конкретных значениях  а  и  b).

С построенными графиками можно поработать – определить по ним некоторые свойства рассматриваемых функций. Можно также применить построенные графики для решения и исследования уравнений и неравенств. Например( с помощью графика найти все значения  а,  для которых неравенство  
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  верно при любом зна-

чении  х(  не имеет решений.

4. Заключительный этап занятия – работа по готовым графикам.

1) Учащиеся раздаются готовые рисунки (например, такие, как рис. 3, 4). Задание такое( на рисунке изображен график функций  у = f(х)(  требуется построить график функции  
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Рис. 3                                           Рис. 4

2) На рис. 5 представлен график функции  
[image: image59.wmf])
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.  Предложите учащимся показать на этом же чертеже, как может выглядеть график функции  у = f (х).

[image: image60.png]



Рис. 5

Рекомендуемая литература

1) И.М.Гельфанд, Е.Г.Глаголева, Э.Э.Шноль. Функции и графики. – М.( Издательство «Наука». – 1965 (а также последующие издания этой книги).

2) В.Л.Гончаров. Элементарные функции действительного переменного / Энциклопедия элементарной математики, т. 3. – М. – Л.( Гостехиздат, 1952.

Целая и дробная части числа (2 ч)

Общая направленность занятия

Здесь предполагается знакомство учащихся с двумя важными функциями, которые принципиально отличаются от известных им элементарных функций как характером зависимости между переменными, так и графическими изображениями. Это полезное расширение кругозора, противодействие созданию определенных стереотипов.

Основное содержание

1. Определение целой и дробной части числа.

2. График целой части. Примеры реальных зависимостей.

3. График дробной части.

4. Некоторые более сложные упражнения.

Методические рекомендации

1. Среди графиков функций встречаются очень красивые и необычные. Прежде чем познакомиться с двумя интересными графиками, уточним, что мы называем целой и дробной частью числа.

Ясно, например, что целая часть числа  3,7  равна  3,  а дробная часть этого числа равна  0,7. Понятно также, что целая часть числа  9 равна  9,  а дробная часть этого числа равна  0. А что считать целой и дробной частью отрицательного числа, например числа  –4,8?

Определение 1.  Целой частью числа  х  называется наибольшее целое число, не превосходящее  х.

Из определения следует, что целая часть отрицательного числа   –4,8  равна  –5,  а целая часть числа  0  равна  0.

Целая часть числа  х  имеет специальное обозначение(  [х].  Например(
[3,7] = 3(  [9] = 9(  [0] = 0(  [–4,8] = –5.
Определение 2. Дробной частью числа  х  называют разность ме-

жду числом  х  и его целой частью.

Дробная часть числа  х  тоже имеет специальное обозначение(  {х}.  Таким образом,  {x} = x – [x].  Например, по определению(
{–4,8} = –4,8 – [–4,8] = –4,8 – (–5) = –4,8 + 5 = 0,2.

Упражнения

1) Найдите  [х]  и  {х},  если  х = 6(  10,8(  –10,8(  
[image: image61.wmf];
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2) При каких значениях  х(  а) [х] = 5(  б) [х] = –3?

3) Укажите несколько значений  х,  для которых  {х} = 
[image: image62.wmf].
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2. А теперь посмотрим, как выглядит график функции  у = [х].

Если  0( х ( 1,  то [х] = 0.  Значит на промежутке  [0( 1)  график функции  у = [х]  совпадает с прямой  у = 0.  Однако  [1] = 1,  значит, при  х = 1  график совершает «скачок». Чтобы показать это, на графике ставят стрелочку (рис. 1, а).
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Рис. 1

Далее, если  1 ( х ( 2,  то  [х] = 1,  т.е.  на промежутке  [1( 2)  значения  у  снова будут постоянны, а при  х = 2  будет новый скачок графика.

Так, рассматривая последовательно промежутки области определения, мы построим график функции  у = [х],  состоящий из горизонтальных «ступенек» (рис. 1, б).

Упражнения

4) Постройте график функции(
а) у = [х – 1](       б) у = [х] – 2.

5) Постройте график функции(
а) у = –[х](       б) у = [–х](       в) у = [|х|].

6) Беря лодку на прокат, нужно заплатить сразу  50 руб. и затем за каждый полный или неполный час платить еще по 20 руб. Постройте график зависимости стоимости проката лодки от времени прогулки. Придумайте сами аналогичную задачу.

3. А что из себя представляет график функции  у = {x}?  Построим его тоже «по кусочкам», воспользовавшись тем, что  {х} = х – [х].

Если  0 ( х ( 1,  то  [х] = 0.  Значит, при  0 ( х ( 1  {x} = x – 0,  и график на этом промежутке совпадает с прямой  у = х  (рис. 2, а).

Если  1 ( х ( 2,  то  [х] = 1.  Значит, при  1 ( х ( 2  {х} = х – 1,  и график на этом промежутке совпадает с прямой  у = х – 1.

Продолжая рассуждения, мы каждый раз будем получать одинаковые отрезки прямых (со стрелочкой в правом конце), исходящие из целых точек на оси  х,  наклоненные к оси под углом  45(.  (Проверьте это самостоятельно не только для положительных, но и для отрицательных промежутков области определения.) Получился очень неожиданный график (рис. 2, б).
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Рис. 2

Упражнения
7) Постройте график функции(
а) у = –{х}(        б) у = {–х}.

8) Постройте график функции  у = [х] + {х}.

Рекомендуемая литература

1. И.М.Гельфанд, Е.Г.Глаголева, Э.Э.Шноль. Функции и графики. (Серия «Библиотечка физико-математической школы»). М.( Наука, 

1965 (и послед. годы издания).

2. А.П.Доморяд. Математические игры и развлечения. – М.( Изд-во физ.-мат. литературы, 1961.

3. Математика( Алгебра. Функции. Анализ данных. 8 класс( учеб. для общеобразоват. учеб. заведений / Под ред. Г.В.Дорофеева. – М.( Дрофа, 1999.

Треугольник Паскаля  (2ч)

Общая направленность занятия

Используя историко-генетический подход, познакомить учащихся с числовой таблицей, называемой «Треугольником Паскаля»( продемонстрировать эффективный прием возведения в произвольную натуральную степень двучлена  а + b  с использованием этой таблицы.

Основное содержание

1. Что такое «Треугольник Паскаля» и как его можно «построить».

2. Некоторые свойства треугольника Паскаля.

3. Введение символических обозначений( задание треугольника Паскаля рекуррентными соотношениями.

4. Треугольник Паскаля и возведение в степень двучлена.

Рекомендации для учителя

1. Начать можно с небольшого введения с освещением истории вопроса(
«Треугольником Паскаля» называют особую числовую таблицу треугольной формы. Известна она была еще ученым Древней Индии. Ее заново открывали и изучали многие математики, жившие в разные времена. А интерес математиков к ней ее построению объяснялся желанием изобрести формулу для возведения в степень суммы двух чисел. (Простейшие случаи этой формулы сейчас изучаются в школе(  (а + b)2 = а2 + 2аb + b2,  (а + b)3 = а3 + 3а2b + 3аb2 + b3.)  Таблица содержала коэффициенты членов многочлена, получавшегося при возведении двучлена в степень.

Значительный вклад в решение указанной проблемы внесли арабские математики. (Расцвет арабской математики начался в VIII в. н.э.) А названа была таблица «Треугольником Паскаля» в честь выдающегося французского математика и философа Блеза Паскаля, жившего в ХVII в., который посвятил ей свое сочинение «Трактат об арифметическом треугольнике».

Далее на доске и в тетрадях в ходе совместной работы нужно построить этот числовой треугольник. Следует предупредить учащихся, что работу важно выполнять очень аккуратно и оставить достаточно места для дальнейшего продолжения таблицы (она будет «расти» вширь и вниз).
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Рис. 1

Строится таблица так( в «вершине» треугольника записывается единица( в строке ниже записываются две единицы так, чтобы верхняя единица оказалась между ними( каждая следующая строка начинается и оканчивается единицей, а любое промежуточное ее число 

получается сложением чисел предыдущей строки, расположенных слева и справа от искомого числа. Получим таблицу, как на рисунке 1.

Таким образом, строки таблицы получаются последовательно одна за другой. Их принято нумеровать, начиная с нуля (см. выше). Чтобы получить, к примеру, десятую строку, нужно будет построить первые девять. И в принципе таким способом можно получить сколько угодно строк.

В качестве упражнения предложите учащимся построить самостоятельно еще пять строк таблицы. (Если начало оказалось неаккуратным, то есть смысл повторить все еще раз).

2. Треугольник Паскаля обладает многими удивительными свойствами. С некоторыми из них можно познакомить учащихся, предложив выполнить следующие задания(
1) Проверьте на своем треугольнике такой факт( сумма элементов каждой следующей строки в два раза больше суммы элементов предыдущей строки. Дайте этому факту объяснение.

Ответ( при построении следующей строки каждый элемент предыдущей «участвует» дважды. Это можно показать на схеме(
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2) Найдите суммы элементов в первых пяти строках. Сформулируйте общую гипотезу. Найдите по этой гипотезе суммы элементов в 6-й и 7-й строках и проверьте себя, сложив числа.

Ответ( сумма элементов  n-й  строки равна  2n.

3) В каждой строке сумма элементов, стоящих на четных местах, равна сумме элементов на нечетных местах. Проверьте это!

4) Если номер строки нечетен, то и все ее элементы делятся на 

этот номер. (Проверьте на примерах!)

3. Для чисел в треугольнике Паскаля существуют стандартные обозначения.

Положение любого числа определяется двумя координатами( номером строки и номером места в строке. (Нумерация элементов в строке также начинается с нуля).

Например, число, расположенное в 5-й строке на 2-м месте обозначается  
[image: image68.wmf]2
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  (читается( це из  5  по  2).  Из таблицы находим, что
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 = 10.  И вообще, число, расположенное в  n-й  строке на месте с номером  m,  обозначается так(  
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Упражнения

1) Найдите с помощью треугольника Паскаля(  
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2) Запишите в символическом виде первые пять строк треугольника Паскаля.

3) Сравните(  
[image: image72.wmf].
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  Сформулируйте соответствующее свойство и запишите его в символическом виде. (Ответ(  
[image: image73.wmf]).
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Используя введенное обозначение, треугольник Паскаля можно задать так(

[image: image74.wmf].
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Первые два равенства описывают «границы» треугольника – его «боковые стороны». Последнее равенство – это рекуррентная формула, позволяющая найти число  (n + 1)-й  строки по двум числам предыдущей  n-й  строки.

4. Как уже говорилось, треугольник Паскаля самым непосредственным образом связан с формулой, по которой выражение  (а + b)n,  

где  n – натуральное число, можно развернуть многочлен.

Чтобы установить эту связь, будем последовательно возводить двучлен  а + b  в степень. Очевидно, что

(а + b)0 = 1

(а + b)1 = а + b.

Хотя представление  (а + b)2  в виде многочлена учащимся известно, получите его еще раз. Так как  (а + b)2 = (а + b),  то умножьте сначала  (а + b)  на  а,  затем – на  b  и результаты сложите. Сделайте это «в столбик»(
	
	а2
	+
	аb
	
	
	
	

	+
	
	
	аb
	+
	b2
	
	

	
	а2
	+
	2аb
	+
	b2
	=
	(а + b)2.


Далее, так как  (а + b)3 = (а + b)2 ( (а + b),  то для получения следующей формулы умножьте многочлен  а2 + 2аb + b2  на  а,  потом на  b.  Пусть учащиеся сделают это самостоятельно, выполнив вычисления «в столбик» и подписав друг под другом подобные слагаемые. Далее предложите им найти разложение в многочлен  (а + b)4.

Теперь составьте числовую таблицу из коэффициентов полученных многочленов(
	(а + b)n
	коэффициенты
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Вы видите начало треугольника Паскаля! Очевидно, что при разложении в многочлен  (а + b)5  его коэффициенты образуют  5-ю строку этого треугольника, при разложении  (а + b)6 – 6-ю строку и т.д.

В качестве упражнения предложите ученикам, используя соответствующие строки треугольника Паскаля, представить в виде многочлена  (а + b)5  и  (а + b)6.  Но сначала обратим их внимание на структурные особенности  полученных формул  

(а + b)2 = а2 + 2аb + b2,  (а + b)3 = а3 + 3а2b + 3аb2 + b3  и т.д.

число членов многочлена в правой части на 1 больше показателя степени двучлена(
сумма показателей переменных  а  и  b  в каждом члене многочлена равна показателю степени двучлена (считается, что, например,  а3 = а3b0)(
показатель степени переменной  а  понижается от  n  до  0,  а показатель степени переменной  b  повышается от  0  до  n.

Теперь учащиеся могут справиться с поставленной выше задачей(
(а + b)5 = а5 + 5а4b + 10а3b2 + 10аb3 + 5аb4 + b5  и т.д.

В заключение можно предложить самостоятельно записать формулу бинома Ньютона, используя обозначение  
[image: image75.wmf].
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  Должно получиться такое равенство(
(а + b)n = 
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Замечание( латинское слово «бином» переводится как «двучлен», а числа  
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  называют биномиальными коэффициентами.

Рекомендуемая литература

1. Д.Пойя. Математическое открытие. – М.( Наука, 1976.
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Задачи на разрезание (3 ч) 
Общая направленность занятия.

В этой теме рассматриваются задачи на разрезание, которые способствуют развитию пространственного представления, логического мышления и смекалки.

Историческая справка. Задачи на разрезание, как один из видов головоломок, привлекали к себе внимание с древнейших времен. Первый трактат, в котором рассматриваются задачи на разрезание, написал знаменитый арабский астроном и математик из Хорасана Абу аль-Вефа (940 - 998). В начале XX века благодаря бурному росту периодических изданий решение задач на разрезание фигур на то или иное число частей и последующее составление из них новой фигуры привлекает внимание как средство развлечения широких слоев общества. Теперь и геометры всерьез занялись этими задачами, тем более, что в их основе лежит старинная задача о равновеликих и равносоставленных фигурах, которая исходит еще от античных геометров. Известными специалистами в этом разделе геометрии были знаменитые классики занимательной геометрии и составители головоломок Генри Э. Дьюдени и Гарри Линдгрен.

Содержание занятия.

Задача 1. Торт, украшенный розочками, тремя прямолинейными разрезами разделили на куски так, что на каждом куске оказалось, ровно по одной розочке. Какое наибольшее число розочек могло быть на торте?

Методический комментарий. В основе решения задачи лежит применение аксиомы: (Прямая разбивает плоскость на две полуплоскости(. Поэтому условие задачи надо переформулировать следующим образом: на какое наибольшее число частей можно разбить плоскость тремя прямыми? Далее следует изобразить всевозможные случаи расположение трех прямых. Из рисунка становится ясно, что наибольшее число частей – 7- получается, когда прямые пересекаются попарно. Следовательно, на торте могло быть не более 7 розочек.
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Рис.1
Задача 2. Разрежьте прямоугольник, а(2а на такие части, чтобы из них можно было составить равновеликий ему: 1) прямоугольный треугольник;

2) квадрат.
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Рис. 2                                       Рис. 3

Решение задачи понятно из рисунков 2 и 3 .

Задача 3. У одной хозяйки был красивый коврик с рисунком, состоящим из 13 темных и 13 светлых полос (рис. 4). Хозяйке очень 
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Рис.4
	нравился её коврик, но она была суеверна, и поэтому ей очень хотелось изменить количество полос, но при этом не потерять ни кусочка коврика. 


Наконец, она нашла мастера, который разрезал коврик на две части, а затем сшил их так, что рисунок стал состоять из 12 темных и 12 светлых полос. Покажите линию разреза?

Методический комментарий.

Понятно, что речь идет о перекраивании одного прямоугольни-

ка в другой. Здесь мы имеем дело с другим способом разбиения, а именно, "ступенчатой" ломаной. В качестве знакомства учащихся с этой идеей, предложите им перекроить сначала прямоугольник 2х3, затем 3х4. Спросите, каковы размеры получившихся прямоугольников. Предложите им попробовать взять произвольный прямоугольник и проделать с ним то же самое. После такой подготовительной работы можно вернуться к исходной задаче.

	1-ый шаг
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Рис. 5
	2-ый шаг
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Рис. 6


Задача 4 а). Разрежьте два квадрата 1(1 и 3(3 на такие части, чтобы из них можно было составить равновеликий им квадрат.

Методический комментарий.

Эта задача - на перекраивание фигуры, состоящей из двух квадратов, в равновеликий ей квадрат.
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Рис. 7
	Площадь нового квадрата равна 32 + 12, значит, сторона квадрата, равновеликого сумме данных квадратов равна 
[image: image85.wmf]10

, т.е. является гипотенузой прямоугольного треугольника с катетами 3 и 1. Построение 


такого квадрата понятно из рисунка 7. Показать, как из получившихся частей складывается квадрат, можно с помощью цветных карандашей: закрасить каждый отрезанный фрагмент и его новое положение одним цветом.

После решения этой задачи можно предложить учащимся самостоятельно решить аналогичную задачу для произвольных квадратов.

б) Разрежьте два произвольных квадрата на такие части, чтобы из них можно было составить равновеликий им квадрат.
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Рис. 8
	Решение задачи понятно из рисунка 8. Площадь нового квадрата равна a2 + b2, значит, сторона квадрата, равновеликого сумме данных квадратов равна 
[image: image87.wmf]2

2

b

а

+

, т.е. является гипотенузой прямоугольного треугольника с катетами a и b.


Задача 5 а) Крест составлен из пяти квадратов: один квадрат в центре, а остальные четыре прилежат к его сторонам. Разрежьте его на такие части, чтобы из них можно было составить равновеликий ему квадрат.

Решение задачи понятно из рисунка 8.
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Рис.9

б). Крест составлен из пяти квадратов: один квадрат в центре, а остальные четыре прилежат к его сторонам. Как шестью такими крестами оклеить поверхность луба, каждая грань которого равновелика кресту.

Методический комментарий.

Данная задача является продолжением предыдущей задачи в пространстве. Крест накладывается на грань точно таким же образом (рис. 10), однако, обрезать и перекладывать “торчащие уши” не надо – они переходят на соседнюю грань и оказываются в нужных местах. На рисунке 9 хорошо видно как нужно наложить на грань крест. Завернув “торчащие уши” на соседние грани, можно таким образом заклеить поверхность куба шестью крестами (рис. 11).
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Рис. 10                                            Рис. 11

Задача 6. Квадрат 8(8 разрезан на четыре части, как показано на рисунке 12. Из полученных частей составлен прямоугольник 13(5 (рис. 13). Площадь прямоугольника равна 65, а площадь квадрата - 64. Объясните, где ошибка.
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Рис. 12                                                  Рис.13

Методический комментарий.

Эта задача из серии математических парадоксов. Действуя, казалось бы, аналогично, приходим к парадоксальному результату - площадь новой фигуры не равна площади исходной. Почему?

Как следует из рисунка 12, квадрат разрезан на две трапеции (белая и серая) и два прямоугольных треугольника (белый и серый). Рассмотрим на рисунке 13 большой белый прямоугольный треугольник и найдем значение тангенса угла (: tg( = 
[image: image93.wmf]13

5

 = 0,385. Теперь рассмотрим маленький белый треугольник на рисунке 13 и найдем значение тангенса угла (: tg( = 
[image: image94.wmf]8

3

 = =0,375. Значения тангенсов угла ( не совпадают. Это означает, что гипотенуза маленького белого прямоугольного треугольника и боковая сторона белой трапеции не лежат на одной прямой, а являются звеньями ломаной. Аналогично доказывается, что гипотенуза маленького серого 
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Рис.14
	прямоугольного треугольника и боковая сторона серой трапеции не лежат на одной прямой. Следовательно, площадь прямоугольника равна сумме площа


дей фигуры, составленной из частей квадрата и черной “щели” (рис.14).
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Построение отрезка по формуле (3 ч)

Общая направленность занятия

В этой теме рассматриваются несколько задач на построение отрезка по заданной формуле. Или, более точно, построение отрезка, длина которого выражается через длины данных отрезков с помощью формулы. Эти задачи интересны тем, что позволяют еще раз продемонстрировать учащимся связь между алгеброй и геометрией. В каждом случае надо подобрать геометрическое истолкование заданного алгебраического выражения.

Содержание занятия

Предлагаем предварительно рассмотреть базовые задачи.

I. Построение четвертого пропорционального отрезка является задачей на применение теоремы о пропорциональных отрезках.
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Рис. 1

Пусть даны отрезки a, b и d. Требуется построить отрезок x = 
[image: image97.wmf]a

db

.

На одной стороне произвольного угла от его вершины последовательно отложим отрезки a и b, а на другой стороне - отрезок d (рис. 1). Проведем прямую через концы отрезков a и d, а затем параллельно ей проведем прямую через другой конец отрезка b. Эти две прямые на стороне угла, содержащей отрезок d, высекают искомый отрезок x = 
[image: image98.wmf]a

db

.

II. Построение отрезка с использованием свойств прямоугольного треугольника.

Пусть даны отрезки a и b. Требуется построить отрезок х, заданный формулой: 1) 
[image: image99.wmf]2
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b
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, 2) 
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, 3) 
[image: image101.wmf]ab

.

Построение отрезков, заданных формулами 1) и 2), очевидно следует из теоремы Пифагора (рис. 2, а и 2, б).

Построение отрезка, заданного формулой 3), может быть выполнено двумя способами.

1) Для построения отрезка х = 
[image: image102.wmf]ab

 можно воспользоваться соотношением между высотой прямоугольного треугольника и отрезками гипотенузы, на которые ее делит основание высоты. 

Отложим на прямой последовательно отрезки a и b (рис. 2, в). Затем на отрезке a + b, как на диаметре, построим полуокружность. Из общего конца отрезков восстановим перпендикуляр до пересечения с полуокружностью. Угол, опирающийся на диаметр, – прямой, следовательно, построенный перпендикуляр и будет искомым отрезком х = 
[image: image103.wmf]ab
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	х = 
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	х = 
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а)                           б)                      в)                                        г)

Рис. 2

2) Для построения отрезка х = 
[image: image111.wmf]ab

 можно воспользоваться соотношением между катетом прямоугольного треугольника, его проекцией на гипотенузу и самой гипотенузой. Построение следует из рисунка 2, г.

При решении следующих задач используются рассмотренные выше базовые задачи, которые теперь становятся приемами решения.

Задача 1. а) Дан отрезок, равный единице. Постройте отрезки, равные 
[image: image112.wmf]2

, 
[image: image113.wmf]3

, 
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, (, 
[image: image115.wmf]n

.

Методический комментарий.

Решение задачи понятно из рисунка 3. Требуемые в условии задачи отрезки строятся последовательно: гипотенуза построенного треугольника 

становится катетом следующего.
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Рис. 3

б) Постройте 
[image: image117.wmf]10

 двумя способами.

Задача 2. Даны отрезки, равные a и b. Постройте отрезок x = 
[image: image118.wmf]ab

2

.

Решение задачи понятно из рисунка 4.
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Рис. 4

Задача 3. Даны отрезки, равные a, b, c и d. Постройте отрезок x = =
[image: image120.wmf]cd

ab

×

.

Методический комментарий.

Воспользуемся методом, основанном на свойстве высоты прямоугольного треугольника, проведенной из вершины прямого угла (рис. 2 в). Последовательно строим отрезки 
[image: image121.wmf]ab

, 
[image: image122.wmf]cd

 и, наконец, 
[image: image123.wmf]cd
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Задача 4. Даны отрезки, равные a, b, c, d, и e. Постройте отрезок x = 
[image: image124.wmf]de

abc

.

Методический комментарий.
Решение задачи понятно из рисунка 5. 
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Рис. 5

Преобразуем выражение к виду 
[image: image126.wmf]e

c

d
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. Воспользуемся методом построения четвертого пропорционального отрезка и построим отрезок 
[image: image127.wmf]d

ab

. Затем по трем отрезкам 
[image: image128.wmf]d

ab

, с и е построим отрезок 
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Задача 5. Даны отрезки, равные a и b. Постройте отрезок x = 
[image: image130.wmf]2

2

2

b

a

+

.
Решение задачи понятно из рисунков 6 - 8.
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Рис. 6                            Рис. 7                         Рис. 8

Задача 6. Даны отрезки, равные a, b, c, d, и e. Постройте отрезок x, если 
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 = 
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Методический комментарий.
Проведем преобразование заданной формулы: умножим обе части равенства на a2, получим 
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Теперь воспользуемся методом построения четвертого пропорционального отрезка и построим отрезки: 
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 и 
[image: image148.wmf]e

a

2

. Затем построим отрезок m, равный сумме полученных отрезков и отрезка a, тогда x = 
[image: image149.wmf]m
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.

Задача 7. Постройте прямоугольный треугольник по катету и проекции другого катета на гипотенузу.

Методический комментарий.
Пусть длина данного катета a, другого x, его проекция на гипотенузу равна b. Следовательно, гипотенуза равна 
[image: image150.wmf]2
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. Воспользуемся соотношением между катетом, его проекцией на гипотенузу и гипотенузой. 

Следовательно, x = 
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, отсюда  x4 - b2x2 -  a2b2 = 0, x2 = 
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. Затем поэтапно строим отрезок x.

Задача 8. Разрежьте прямоугольник а(b на такие части, чтобы из них можно было составить равновеликий ему квадрат.




Рис. 9

Методический комментарий.
Решение задачи следует из рисунка 9. Площадь прямоугольника равна ab, значит, сторона равновеликого ему квадрата равна 
[image: image153.wmf]ab

. Построим отрезок, равный стороне квадрата. Затем отложим этот отрезок на больших сторонах квадрата и проведем прямые, как на рисунке в). Сдвинем верхний треугольник, как показано на рисунке г), и переложим маленький треугольник (рис. д).
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